© 2018 Lehrstuhl fiir Interaktive Echtzeitsysteme, KIT, alle Rechte einschlief3lich Kopier- und Weitergaberechte bei uns.

2. Merkmale

Mustererkennung

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer



2. Merkmale

2. Merkmale

2.1. Merkmalstypen

2.2. Sichtung des Merkmalsraumes

2.3. Transformation der Merkmale

2.4. Abstandsmessung im Merkmalsraum

2.5. Normalisierung

2.6. Auswahl und Konstruktion von Merkmalen
2.6.1. Deskriptive Merkmale
2.6.2. Modellparameter als Merkmale
2.6.3. Konstruktion invarianter Merkmale

2.7. Reduktion der Dimension des Merkmalsraumes
2.7.1. Hauptkomponentenanalyse (PCA)
2.7.2. Nichtlineare Hauptkomponentenanalyse (Kernelized PCA)
2.7.3. Independent Component Analysis (ICA)
2.7.4. Multiple Discriminant Analysis
2.7.5. Dimensionsreduktion durch Merkmalsauswahl

Prof. Dr.-Ing. JUirgen Beyerer Mustererkennung

OSUIS 9103y 3|[e ‘1Y ‘BawalsAsNezZIyog aAelalu| 1Ny [Ynsiya 8T0Z ©®

-121doy} yaNgalY

sun 13q ayoalaqebiaus pun



2. Merkmale
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2. Merkmale

Merkmale (Synonyme: Deskriptoren, Kenngrol3en)
Beobachtbare bzw. physikalisch messbare Eigenschaften von Objekten,

die im Kontext der Mustererkennung geeignet sein sollen, eine moglichst

fehlerfreie Klassifikation zu bewerkstelligen.

Gewllnschte Eigenschaften von Merkmalen:
» Dbeobachtbar bzw. physikalisch messbar
= mit geringem Aufwand zu gewinnen

» interpretierbar, anschauliche Bedeutung (falls moglich)
= invariant bezuglich irrelevanter Transformationen und Variationen

* hohe Relevanz bezuglich der Aufgabenstellung
- geringe Variation innerhalb der Klassen
- grol3e Variation zwischen den Klassen

= robust (unempfindlich gegentber Storungen)

} hohe Diskriminanz

» madglichst geringe Abhangigkeit zw. unterschiedlichen Merkmalen
» madglichst geringe Zahl von Merkmalen (Merkmalsvektor niedriger

Dimension)
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2. Merkmale

Beispiel: Klassifikation von Apfeln und Orangen

Prof. Dr.-Ing. Jirgen Beyerer
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2.1. Merkmalstypen

Skala
qualitativ guantitativ (metrisch)
Nominal- | Ordinal- Intervall- Verhaltnis- Absolut-
Empirische | ~ Aquivalenz | ~ Aquivalenz | ~ Aquivalenz ~ Aquivalenz ~ Aquivalenz
Relationen ¢ Ordnung | ¢ Ordnung ¢ Ordnung ¢ Ordnung
@Emp. Addition |[@Emp. Addition [@Emp. Addition
& Emp. Multipl. |®@Emp. Multipl.
Zulassige m’'= f(m) m=f(m) | m=am+b m' =am
Transfor- f(.) bijektiv | f(.) streng | mit a>0 mit a>0 m =m
Beispiele Telefonnum., |Giteklassen, |Temp.in C° F°, |Masse, Lange, Quantenzahlen,
zugehorige |Kfz-Kennz., |Hartegrad, Kalenderzeit, el. Strom, Teilchenanzahl,
Merkmale Typen, PLZ, [Windstarke geographische Fehlerzahl
Geschlecht Hohe
Werte von m |Zahlen, I.d.R. I.d.R. reelle Zahlen |i.d.R. I.d.R. naturliche
Namen, nattrliche reelle Zahlen >0 |Zahlen
Symbole Zahlen
Aussage- :
Kraft gering —_— —_— —_— hoch
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2.2. Sichtung des Merkmalsraumes

Merkmale sichten:

Visualisierung der Stichproben im Merkmalsraum, um im Entwurfsprozess
einen Eindruck von der Leistungsfahigkeit der Merkmale zu gewinnen.

Probleme:
» menschliche Vorstellungskraft reicht nur fir 3 Dimensionen
» nur 2 Dimensionen sind graphisch darstellbar

Methoden:
» Betrachtung 2-dimensionaler Projektionen des Merkmalsraumes
» Betrachtung von 2D-Schnitten (Scheiben) im Merkmalsraum

Prof. Dr.-Ing. JUirgen Beyerer Mustererkennung
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2.2. Sichtung des Merkmalsraumes

Beispiel: Klassifikation von Vokalen anhand des zweiten Formanten

1000 : : : : : —
°
m
900 - i
) [ ]
[ ] ) [ ]
800 - AL ° 1
L
° ° o ° °
700~ o ) ° ® . ° |
o L] °
T 600 |
500 e o oo .« |
. . 0O :
o0 e ° ° °
400*I—l.. L '.. e ° - . a®
® e oo ° —
° o ° ° o e o 0 e o ° e ° L
300 - e o, e .:U $° %o 1
[} [ ] ° :
L
——8— ° 0 N e o - o ;-:_D
200 ® .é oo L ==.r I ; ° r
S 25
Sprecher

Prof. Dr.-Ing. JUirgen Beyerer Mustererkennung 12

‘sun 18q aysaiagebiayap pun -1aidoy Yolgalyasule a1yday aje ‘LI ‘ewalsAsNaziyog sAeIaI| N} [YnISIysT 8T0Z ©



2.2. Sichtung des Merkmalsraumes

Beispiel: Klassifikation von Vokalen anhand der ersten beiden Formanten

Prof. Dr.-Ing. JUirgen Beyerer Mustererkennung
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2.2. Sichtung des Merkmalsraumes

Beispiel: Stichproben fur ,die Hand", 2D-Projektionen
Dimension des Merkmalsraumes: d =6

Zahl der Klassen: c =6

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer
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2.2. Sichtung des Merkmalsraumes

Iris Versicolor

Iris Virginica

Iris Setosa

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer

Beispiel: IRIS Datensatz

Der Iris Datensatz wurde 1936 von
R. A. Fisher veroffentlicht.

Aufgabe: Klassifikation der Spezies:
Iris Versicolor
Iris Virginica
Iris Setosa

Datensatz umfasst 150 Beispiele,
50 Bsp./Klasse

Merkmale:
sepal length (Kelchblattlange)
sepal width (Kelchblattbreite)
petal length (BlUtenblattlange)
petal width (BllUtenblattbreite)

Mustererkennung 15

oSUIa )29y Bl[e ‘LIY ‘BWaISASHOZIYOT SAINeIdU| Iy [YMISIYST 8TOZ ©

-1a1doy yolgany

‘sun 18q ayodalagebiala pun



2.2. Sichtung des Merkmalsraumes

TABLE I
TuE Irs DATA: FISHER [2]

Iris sestosa Iris versicolor Iris virginica M e r k m al e "
Sepal  Sepal  Pelal  Petal | | Sepal  Sepal  Felal  Feal | | Sepal  Sepal  Pelal  Feial .

Leng.  Width  Leng.  Width | Leng  Width  Leng  Width Leng  Width  Leng  Width

51 35 14 02 7.0 32 47 14 63 33 680 25

49 3.0 1.4 02 64 3.2 45 1.5 58 27 5.1 1.9

47 32 1.3 02 69 31 49 1.5 7.1 30 59 21

46 3.1 1.5 02 55 23 40 1.3 63 29 56 18

50 36 14 02| 65 28 46 15| 65 30 58 22

54 39 1.7 04 57 28 45 1.3 76 30 66 2.1

46 34 14 03 63 33 47 1.6 49 25 45 1.7

50 34 15 02| 49 24 33 10|73 29 63 18

44 29 14 02 66 2.2 46 1.3 67 25 58 18

49 3.1 1.5 0.1 i5‘2 2.7 39 1.4 72 36 61 256

54 37 15 02| 50 20 35 1.0 65 32 bLH1 20

48 34 1.6 02 59 30 42 1.5 64 2.7 53 19

48 30 14 0.1 60 22 40 1.0 68 30 55 2.1

43 30 1.1 0.1 6.1 29 4.7 1.4 5.7 25 50 20

58 40 1.2 02 5.6 29 36 1.3 58 28 51 24

57 44 15 04| 67 31 44 1.4 64 32 53 2:

54 39 13 04| 656 30 45 15|65 30 55 18

51 35 1.4 03| 58 27 41 10||77 38 67 22

57 38 L7 03 62 22 45 156 77 26 689 23

51 38 1.b 03 56 25 39 1.1 60 22 50 15

54 3.4 1.7 02 59 32 48 18 69 32 57 23

51 3.7 1.b 04| 6.1 28 40 1.3 56 28 49 20

46 36 1.0 02| 63 25 49 15| |77 28 67 20

51 33 1.7 05|61 28 47 12 63 27 49 1.8

48 34 19 02 |64 29 43 13||67 33 57 21

50 30 16 02 66 30 44 1.4 72 32 B0 18

5O 34 16 04 6.8 28 48 1.4 62 28 48 18

52 35 15 02 6.7 30 50 1.7 61 30 49 1.8

52 34 14 02 80 29 45 1.5 64 28 56 21

47 32 1.6 02 5.7 26 35 1.0 72 30 58 16

48 31 16 02 |55 24 38 11|74 28 B1 19

54 34 1.5 04 | 55 24 87 1.0||79 38 64 20

52 4.1 1.5 0.1 58 27 39 1.2 64 28 5H6 22

55 42 1.4 02 || 60 27 51 16|63 28 51 15

49 3.1 1.5 02 5.4 30 n1 1.5 6.1 2.6 56 1.4

50 32 12 02|60 34 45 16||77 30 61 23

55 35 13 02|67 31 47 1.5 63 34 56 24

49 36 1.4 0.1 63 23 44 1.3 64 31 55 18

44 30 1.3 02 56 3.0 4.1 1.3 60 30 48 18 —_ =

51 34 15 02 |55 25 40 13||69 31 54 21 = p I | gth (K | hbl ttl g )
50 35 1.3 03 5.5 26 .4 1.2 6.7 3.1 56 24 ml Se a en e C a an e
45 23 1.3 03|61 30 46 14|69 31 51 23 . .
44 32 13 02|58 26 40 12|58 27 51 19 - | dth K | hbl ttb t
50 35 16 0650 23 33 1.0 68 32 59 23 m2 Sepa WI e C a rel e
51 38 1.9 04 56 27 42 13 6.7 33 57 25

48 3.0 14 03 87 30 42 1.2 67 30 52 23 — Y ~
030 102127 30 42 Mi||ed a8 B B m, = petal length (Blutenblattlange)
46 32 14 02 |62 29 43 13|65 30 52 20

53 37 15 02|51 25 30 1.1||62 34 54 23 . . .
S0 53 14 oz||a7 28 a1 13[[5s a0 51 1a m, = petal width (Blltenblattbreite)
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2.2. Sichtung des Merkmalsraumes

Bsp.:

IRIS Datensatz

sepal length sepal width petal length petal width
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Quelle: K.P. Murphy; Machine Learning — A Probabilistic Perspective, 2012
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2.2. Sichtung des Merkmalsraumes

Bsp.: IRIS Datensatz

Petal Width

* Iris Setosa

* Iris Virginica

Sepal Length

* Iris Versicolor Bt et
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2.2. Sichtung des Merkmalsraumes

Probleme bei der 2D-Projektion:
,verschlungene” Klassenstrukturen schwer erkennbar

Probleme bei 2D-Schnitten:
Meist werden keine Stichprobenpunkte auf dem Schnitt zu liegen kommen.

Abhilfe: Projektion einer Scheibe der Dicke 2¢

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer Mustererkennung 19
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2.2. Sichtung des Merkmalsraumes

2D-Projektion einer Scheibe der Dicke 2¢

Bsp: 3D > 2D Sei [a/=1 [oj=1 a'b=0 n=axb

T

2D-Darstellung durch Projektion auf Ebene n' m—u =0 innerhalb einer

Scheibe der Dicke 2¢ .

a mj

—> 2D-Darstellung der Menge: nT
m;

far alle m; mit ‘nTmi —u‘ <€

Prof. Dr.-Ing. JUirgen Beyerer Mustererkennung
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2.2. Sichtung des Merkmalsraumes

2D-Projektion einer Scheibe der Dicke 2¢
Verallgemeinerung fir m,a,be R
Sei |[a|l=1 |pb|j=1 alb

nin;=6) i,jeflK,d-2} span(n,K,ng ,)Lspan(a,b)

nm-u; =0

2D-Ebene im RY: |Mm
Ng_pM—Ug_ =0

njm-u; =Vj : Abstand von m zur 2D-Ebene in Richtung N ;

j j
V= \/Z‘}':‘f (n}m —uj)2 : Abstand von m zur 2D-Ebene

Losung: 2D-Darstellung der Menge:

T
oy : i d-2 (T 2
{bTmij} far alle m; mit \/ijl (njm;-u;)“ <e¢
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2.2. Sichtung des Merkmalsraumes

Beispiel: Zwei kugelformig streuende Klassen durchdringen sich.

Spherical Set Scheibe mite =1

Feature 3
Feature 3

Feature 2 Feature 1 s,
Feature 2
Projektion auf die Ebene Feature 1
8 T T T T T T . .
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2.2. Sichtung des Merkmalsraumes

© 2018 Lehrstuhl fiur Interaktive Echtzeitsysteme, KIT, alle Rechte einschlielich Kopier- und Weitergaberechte bei uns.

Beispiel: Eine Klasse umschliel3t eine andere.

Scheibe mit ¢ =0,5

Gesamter Datensatz
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2.2. Sichtung des Merkmalsraumes

Beispiel: Eine Klasse umschliel3t eine andere.

Gesamter Datensatz Scheibe mit ¢ =1

Prof. Dr.-Ing. JUirgen Beyerer Mustererkennung 24
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2.3. Transformation der Merkmale

Transformation m'=T{m} zur Vereinfachung der Clusterstruktur

Beispiel: Lineare Koordinatentransformation

A A
my
o

Simpler Fall: Merkmal 1 reicht aus.

Merkmale 1 und 2 jeweils alleine nicht ausreichend.
Transformiertes Merkmal 2 reicht aber aus.

Prof. Dr.-Ing. JUirgen Beyerer Mustererkennung 25
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2.3. Transformation der Merkmale

Beispiel: Nichtlineare Koordinatentransformation.

A
my

1/2

my=r= (ml2 + m%)
m5 =@ =arctan(m, /m)

Prof. Dr.-Ing. JUirgen Beyerer Mustererkennung 26
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2.4. Abstandsmessung im Merkmalsraum

Wunsch: Quantitative Messung des Abstandes (des Unterschiedes)
zwischen den Merkmalsvektoren zweier Objekte

Probleme:
= unterschiedliche Einheiten der Merkmale

= unterschiedliche Bedeutungen der Merkmale
» unterschiedliche Skalen der Merkmale

» unterschiedliche Grofzenordnungen der Merkmale

Moglicher Ansatz:

d d
D(m,m')=> ¢;Dj(m;,m; ) mit «; >0, > aj=1
i=1 1=1

Viele Freiheitsgrade (Design-Parameter)

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer Mustererkennung 27
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2.4. Abstandsmessung im Merkmalsraum

Normaxiome;

Positivitat:

Homogenitat:

Dreiecksungleichung:

Nur fir mindestens verhaltnisskalierte Merkmale!

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer

Im|>0

Im|=0 < m=0

lami|=/al-m|

Im ] < fm+

Mustererkennung
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2.4. Abstandsmessung im Merkmalsraum

Normen flr quantitativ skalierte Merkmale:

Minkowski Norm

Euklidische Norm

Chebychev Norm

Mahalanobis Norm

Erganzen: Mahalanobis Norm ist A eine Kovarianzmatrix

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer

1
4 )
- =(zmﬁj
1=1
d 2
ml, = /3 (m)

HmHm _ (mTAm)1/2

A positiv definit

Mustererkennung
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2.4. Abstandsmessung im Merkmalsraum

Minkowski Norm fir verschiedene Parameter r
Bsp.: d = 2, Punkte mit Norm = 1 d.h. ,Einheitskreise”

1/r

2

iy =| 2_Imil

=1

Quelle: J. P. Marques de S4, Pattern Recognition
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2.4. Abstandsmessung im Merkmalsraum

Metriken:
= Positivitat

= Reflexivitat

= Symmetrie

= Dreiecksungleichung D(X,z) < D(X,y)+ D(y,z)

D(X,y) =0
D(x,y)=0 < x=y
D(x,y) = D(y,X)

Methode zur Definition einer Metrik D auf der Basis einer Norm || ||:

D(m;,m;)=|m; -m

J

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer
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2.4. Abstandsmessung im Merkmalsraum

Tanimoto Metrik als Distanz zwischen zwei Mengen.

N1+ N2 —2N12
Ni+Ny—Nypp

DTanimoto(SL 82) -

51,So © Mengen
Ni,N> : Zahl der Mengenelemente
Nio . Zahl der gleichen Elemente

= Geelignet fur nominale Merkmale.
= Wertebereich: rationale Zahlen im Intervall [0, 1]

Beispiel:

Die Arbeitsgruppe 1 (AG 1) hat die Mitglieder: Petra, Fritz, Franz und Hans.
Die AG 2 hat die Mitglieder: Anne, Barbara, Fritz, Hans und Klaus.

N,=4

N, =5

Ny, =2

DTanimoto(AG 1,AG 2) =5/7

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer
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2.4. Abstandsmessung im Merkmalsraum

Tanimoto ,,Metrik“ erflllt die Dreieckungleichung

D(Sy,S3) < D(S,57) + D(S3, 33)

Trivial:
D(Sl, 83) < D(Sz,S3) oder
D(Sl, 83) < D(Sl, 82) oder

N, =0
zu beweisen wenn: D(S{,S3) > D(Sq,Ss)und D(Sq,S3) > D(S5,S3) und N, >0

D(Sm’Sn) _ Nm + Nn _2Nmn :1_ Nmn :1_an m, N 6{1,2,3}

Nm +Np—Npp Nm +Np—=Npp

N
Mmn = mh & (Np+Np =Np)Mpp =Ny &

Nm +Np—Npp
M
<& (N +N )My =N (1+ M) < Njpn =— (N, + Npp) @
1+ M

D(Sl,Sg) > D(Sl,Sz) ~ 1- M13 >1— M12 ~ M12 > M13 (2)
D(51,53) > D(S2,53) <= 1-M 3 >1-M 3 <=M 3 > My3 (3)

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer
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2.4. Abstandsmessung im Merkmalsraum

Nyz < min{N;, N3} ) )
N12 < min{Nl, Nz} > > N2 — N23 — N12 + N13 >0 >
N23 Smin{Nz,Ng} (1)
/ y
M23 M3

M
No + Na)— Ni+Ns)+—2I3 (Ny+N2)>0&
1+|V|23( 2 +N3) 1+|V|12( 1+N>) 1+M13( 1+N3)

o Nyf1- M Mz o[ Mo Mgy Mas  Mig )
1+M23 1+M12 1+M12 1+M13 1+M23 1+M13 :

M M1, M1,
N, > N N, >—12 (N, +N N,| 1— > N
12Np &= N; 12( 1+Ny) & 1( 1+M12j 1+ My, e
1 M
& N >_12 N, &Ny >MqoNs | (5
11+|\/|12 1+ M., 2 1=2MpoNy | (5)
analog N3 > Ny3 < |[N3 > MxN, (6)

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer Mustererkennung 34
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2.4. Abstandsmessung im Merkmalsraum

5\
OFl [ M Mg Ny > M| Va2 Miz )y
(2) 1+ Mg, 1+Myg 1+ Mg, 1+Mgg
\ =
(6) M o3 M3 M o3 Mi3 "
(C%)H:> LMo oMy 3= Mag| - N
J +Mjy3 1+Mg3 +Moz 1+My3) "
\
Mo My N, + Moz Mgz N >
1+M12 1+M13 1+M23 1+M13
=
2M12£ Mip Mg jN2+MZ3( Moz Mi3 sz >
1+M12 1+M13 1+M23 1+M13
(4)
[1_ Mo~ My )NZZMQ[ Mo~ Ma3 ]N2+I\/|23 Moz Mg
1+M12 1+M23 1+M12 1+M13

~1>

2 2
Mo +Mip Moz +Mas3 [ M12+Mpag
1+ Mlz 1+ M23 1+ M13

&~ 1- M13 <1l- Mlz +1— M23 ~ D(Sl’SB) < D(Sl,Sz) + D(82,83)

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer

1+ M23 1+ M13

j<:>1+ M132M12+M23

g.e.d.
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2.4. Abstandsmessung im Merkmalsraum

Eine Metrik flur ordinale Merkmale

A B CDEF G H T ..

m,m'e{A,B,C,D,E,F,.}

D(m,m') = Minimale Zahl der Vertauschungen von Nachbarn, um von
m auf m' zu kommen.

Beispiele: D(A,D)=3
D(A,A) =0

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer Mustererkennung 36

'sun 1aq ayoalagebiaiap pun -131doy Yolgayasula a1yoay ajfe ‘ 11y ‘awa1sAsNeziyog aAelalu| 1Ny |ymsiys 810z ©®



2.4. Abstandsmessung im Merkmalsraum

Die Kullback-Leibler Distanz

FUr kontinuierliche Merkmale:

D(p|l p*) =

supp{p(m)}

J.... [ (M) Iog( 2 )j

p'(m)

p(.), p'(.): Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen

Fur diskrete Merkmale:

P(.), P'(.): Wahrscheinlichkeiten

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer

D(P | P) =

2

supp{P(m)}

P(m)
P*(m)

P(m) Iog

Mustererkennung
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2.4. Abstandsmessung im Merkmalsraum

Die Kullback-Leibler Distanz (KL-Distanz)

Eigenschaften:

— Gidltig far nominal-, ordinal-, intervall-, verhaltnis- und absolut
skalierte Merkmale

— Werte € [0,00)

— Asymmetrie D(p|| p') = D(p'|| p)

— Dreiecksungleichung wird nicht erftllt.

— D(p|Ip)=0 < p(m)=p'(m) fast tberall

— majorisiert Minkowski Metrik fur r = 1 im Sinne von:
2

1 1 1
D(pllP) 2 o J---Jlp(m)—p'(m)|dm
supp{ p}usupp{ p’}
— Invariant bezuglich bijektiver Abbildungen des Merkmalsvektors

Prof. Dr.-Ing. JUirgen Beyerer Mustererkennung
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2.4. Abstandsmessung im Merkmalsraum

Die Kullback-Leibler Distanz
D(p|l p')=0

Beweisskizze:
Y, ={m| p(m) >0} =supp{p(m)}

Jensensche Ungleich%’
—log(m) ist konvex.

Jensensche Ungleichung:
far f (.) konvex gilt:

E{f(m)}= f(E{m})

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer

p(m)

D ') = | dm =
(pllp) Yjpp(m)ogp(m) m

j p(m)( log p((rr:))jdmz

—log [ p(m) p((m))dm—
v,

—log [ p'(m)dm >
p

—log [ p'(m)dm =
Yy

—logl=0

Mustererkennung 39
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2.4. Abstandsmessung im Merkmalsraum

Die Kullback-Leibler Distanz

Konvexitat: D(Ap; + (@A) py || Ap'1+(1—A)P'2) < AD(py || p) +@-2)D(p, || P'2)

Beweisskizze: vAe[0]]
f(t) =tlogt konvex fur Vt e (0,)

= f (s +1-2)13)) <)  +Q-p)f(ty)
(tty + (L— p)tp) log( ety + (1— p)tp) < py log(ty) + (L—2o)tp log(ty) Vi €[0]
© Apy(m) o -A)p(m) Ap'y (M) A e[0d]

LT m)’ 2T @=a)pym) C T A (m)+A-A)p, (M)
Apy(m) + (1= A)pp (M) _
Ap'y (m)+@-A)p'y (M)

py(m) . P2 (m)
<apmlog o+ A-A)pp(mlog 2 ]

== (4py (M) +(1-1)pz(m))log

g.e.d.
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2.4. Abstandsmessung im Merkmalsraum

Kullback-Leibler Distanz, diskrete Beispiele:

D({a,a;,83}([{b1,0,,03}) =&, log % +

dy a3
+4a, log —= +aj log—=
b, b3

3121/6
ds =2/6
dj =3/6

Prof. Dr.-Ing. JUirgen Beyerer Mustererkennung

D({a,1-a}|/{b,1-b}) =alog % +(1—a)log L

1-b
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2.4. Abstandsmessung im Merkmalsraum

Die Kullback-Leibler Distanz, kontinuierliches Beispiel:

1

p(M|ay) = ———
2roy

exp[—lz(m—ul)zj p(m|a,) =

20'1

2705

(2702) ™2 exp(—zlgm—ul)z)J
01

2 20'2

D(p(m|ey) || p(m|@,)) = | p(m|a)log : dm =
(2705)Y? exp[—2 (m- uz)Z]
2(72
1. of 1 1
=—log—% — = [p(Mml@)(m~ 4)* dm+ = [ p(m|ar)(m—p,)* dm =
(72 2(71 2(72
1 62 1 2 l 2 2
=——log—% - of +——oy +(1g — )" )=
2 622 2612 : 2622( ! Lo )
1 o_f_loga_f_ (= p1p)°
2 0'22 0'22 2022
Prof. Dr.-Ing. JUirgen Beyerer Mustererkennung

exp[—lz(m—ﬂz)zl

42

2SUIS 8109y Blle ‘LIM ‘SWalsASHazZIydT sAnelalul Iy UNISIYST 8TOZ ©

-121doy} yaNgalY

sun 13q ayoalaqebiaus pun



2.4. Abstandsmessung im Merkmalsraum

Die Kullback-Leibler Distanz, kontinuierliches Beispiel:

D(Pg, |\Pg,) =4
0.7

0.7

D(pe, |1Ps,) = 16

D = 0.57
- (Pg, |LPg, )

Quelle: R. Kulhavy; Recursive Nonlinear Estimation, Springer 1996

Prof. Dr.-Ing. Jirgen Beyerer

2

of =5 = D(pg, |l Ps,) =D(pg, Il Pg)

of * 0%
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2.4. Abstandsmessung im Merkmalsraum

Die Kullback-Leibler Distanz, kontinuierliches Beispiel:

0.6

D(pllp) < e

.....

o -

e M - -

Prof. Dr.-Ing. Jirgen Beyerer

0.6

Sl et PR EE R R R
r----dp--------

Quelle: R. Kulhavy; Recursive Nonlinear Estimation, Springer 1996

3
w

Mustererkennung
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2.4. Abstandsmessung im Merkmalsraum

Beispiel: Konstruktion eines Abstandsmal3es mit Hilfe der KL-Distanz

Quelle: D. Krahe, J. Beyerer: A Parametric Method to Quantify the Balance of Groove Sets of Honed Cylinder Bores

a a: Amplitude _
u:= A : Riefenabstand

b b: Breite

Modell fiir die Verteilung der GréRen a, b, A fiir beide Riefenscharen:

1 1 T ~—1 j .
(U, A) = A exp(—A4A exp| —=(Uu—pi) Ci (U—p; =12
p;i (U, A) \I P(—4; 327[ det(C;) p( 2( ri) G (Uu—p;) |
Y \_ -
—
Exponentialverteilung Gaussverteilung

Prof. Dr.-Ing. JUirgen Beyerer Mustererkennung
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2.4. Abstandsmessung im Merkmalsraum

Beispiel: Konstruktion eines Abstandsmal3es mit Hilfe der KL-Distanz

wi = Ei{u} = [ [ [up; (u,A)dudA = (ﬂai J
Hp

i
2
O'ai Pi Gai O-bi

Ci =Eifu-miu-m)"}= 2
piCa O O

= (@~ 0 ) (0~ 41 )

Gai Gbi

Li =

Ai = ——— : Riefendichte
E{Aji}

Prof. Dr.-Ing. JUirgen Beyerer Mustererkennung
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2.4. Abstandsmessung im Merkmalsraum

Beispiel: Konstruktion eines Abstandsmal3es mit Hilfe der KL-Distanz

KL-Distanz:

_ pP1(u,A)
D(p. 1l p2) = J” p1(u,A)In mdUdA

Das Mal} soll symmetrisch sein:

Dapa == D(py [l P2)+D(p2 [l p1) =[] Py ln%dudmm p, In P2duda
2

1 _ _
Dapa = E(M - llz)T(Cll + Czl)(lll —pp)+

+ 6 tr(Cl_1C2 + cglcl)— 2) +

+(ﬁ+ﬁ—2]
o A

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer

Py

Mahalanobis Distanz zw. pqu. po

Distanz der Kovarianzmatrizen

Distanz der Riefendichten

Mustererkennung
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2.4. Abstandsmessung im Merkmalsraum — Tangentendistanz

Ziel: Abstandsmal3, das bezulglich kleiner, systematischer Variationen
robust, d.h. unempfindlich ist.

m; € D={m;,K ,my} Lernstichprobe

Ansatzz m; =A(0;;p) pellc RY m; e R 0;: Beispielobjekt Nr. i

g-dimensionale

differenzierbare

Mannigfaltigkeit
A

{A(0;;p)|p e IT}

Ansatz: Messung des Abstandes zur mit m; assoziierten Mannigfaltigkeit
anstatt zum m; Punkt direkt.

Prof. Dr.-Ing. JUirgen Beyerer Mustererkennung
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2.4. Abstandsmessung im Merkmalsraum — Tangentendistanz

Ziel: Abstandsmal3, das bezulglich kleiner, systematischer Variationen
robust, d.h. unempfindlich ist.

m; € D={m;,K ,my} Lernstichprobe

Ansatzz m; =A(0;;p) pellc RY m; e R 0;: Beispielobjekt Nr. i

.D(m,m;)
em
{A(O| ) p)‘ Pe H} """ ,
Ct(my)
Tmi
Tangentialraum: Tmi =m; +span(t1(mi),K 1tq(mi))

Prof. Dr.-Ing. JUirgen Beyerer Mustererkennung
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2.4. Abstandsmessung im Merkmalsraum — Tangentendistanz

{A(0;;p)|p e TT} -

Tangentendistanz:

_D(m,m;)
om
o t(my)
T,
D(m,m;):= min m—(mi+Tm_a)H
{al [a<e} |

T, =] i (M;),K  tq (M) |

det (T, T, ) %0

Verwendet man fir || . || die Euklidische Norm, fuhrt die Minimierung
bezlglich a auf ein quadratisches Optimierungsproblem, das mit
Standardverfahren gelost werden kann.

Sekantennaherung: fj (m;) =m; — A(0;;p+Ap;) det[Apl,K ,qu] #=0

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer
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2.4. Abstandsmessung im Merkmalsraum — Tangentendistanz

Veranschaulichung:

{A(0;;p)|p e T} m N\ - {A(0;p)|p eI}

D(m,m;) <D(m,my) |m-m;|>|m-m,]|

Prof. Dr.-Ing. JUirgen Beyerer Mustererkennung
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2.4. Abstandsmessung im Merkmalsraum — Tangentendistanz

Beispiel: Grauwertbild mit 32 x 32 Pixeln =: Merkmalsvektor m

Tangentenvektor

,erdunnung" —
(Sekantennaherung)

m;

Elemente des
Tangential-
- raumes
0.5 5
15
/o Tangentenvektor
,Rotation”
(Sekantennaherung)

H(mi T Tmi amin) — A(0;;p + AD)H

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer

Quelle: R. O. Duda, P. E. Hart, D. G. Stork: Pattern Classification
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2.5. Normalisierung

Ziele:

= Elimination irrelevanter Storeinfllisse in Mustern
= Elimination irrelevanter Variationen von Mustern
= Elimination irrelevanter Variationen von Merkmalen

Beispiele:

= Lageausgleich in Bildern

» Beleuchtungsausgleich in Bildern, z.B. Histogrammtransformation

=  Amplitudenausgleich bei Audiosignalen z.B. AGC

= Entzerrung der Zeitachse bei Zeitsignalen (z.B. Sprachsignalen)

» Beseitigung geometrischer, durch die optische Abbildung bedingter
Verzerrungen in Bildern

Eliminiert man Variationen der Muster durch Normalisierung, so sind aus
den normalisierten Muster abgeleitete Merkmale unabhangig von diesen
Mustervariationen.

Prof. Dr.-Ing. JUirgen Beyerer Mustererkennung
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2.5. Normalisierung

Beispiele:

= Zentrierung
= Abstraktion von der physikalischen Einheit
= Egalisierung der GroRRenverhaltnisse

. N
m =m-m | mit m:%ZmizE{m}

: . N (o )2 .
mit s; -:\/N%lZizl(mi,j) ~/Var{m;} = Var{m;}~1

Prof. Dr.-Ing. JUirgen Beyerer Mustererkennung
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2.5. Normalisierung

Beispiel zum Beleuchtungsausgleich in Bildern

: Normalisierung von Bildern,
die mit unterschiedlichen

Beleuchtungen aufgenommen
http://mwww.color-research.com/

wurden.
Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer Mustererkennung 55
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eines Bildes mit Schatten.
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2.5. Normalisierung

Beispiel zum Beleuchtungsausgleich in Bildern

Originalbild Frastextur Homomorphe
Filterung

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer

Homogenisierung von
Mittelwert u. Kontrast

Mustererkennung
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2.5. Normalisierung

Beispiel zum Beleuchtungsausgleich in Bildern

Homomorphe
Filterung

Presskorktextur

Prof. Dr.-Ing. Jirgen Beyerer

B 5 I
s T
‘é ‘.".ud‘ (o

Mittelwert u. Kontrast

Mustererkennung
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2.5. Normalisierung

Bsp.: Zeitverzerrungsausgleich: Dynamic warping, z.B. bel Sprachsignalen

feinputing log £(v] M), 8 x(t): A={ay,..apm}
y(t) B:{bli"'le}

Die Zeitpunkte von a; und b; stimmen
nicht tberein, Ordnung ist jedoch
erhalten.

| V(t): C:{Cl,...,Ck} Ck :(ik’jk)

Indexpaare minimaler Abweichung:

y(t) = x(v(t))

’ i 1
Quelle: T. K. Moon, W. C. Stirling: Mathematical Methods and Algorithms

|
|
|
-
|
[
|

K
Copt = argmin{Zaik b, }
C k=1

Eigenschaften von v(t):
- streng monoton wachsend
- die Endpunkte mussen Ubereinstimmen: h=J=L 1, =M, =N
- alle Punkten mussen aufgenommen werden: iy, —i, 4 <1, j, — k1 <1

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer Mustererkennung 58
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2.5. Normalisierung

Beispiel zur geometrischen Entzerrung von Bildern

lllustration der geometrischen Entzerrung

VAN
1=
_
V
Ay Ay A AN
v - /
—~] = 7 =
\ ot 11/ ~—
\ N
/
\
> ‘, > >
X / x 2
\
/ N \
g(x.y) v(Em)

V
Objektebene \{}/V Bildebene ~_

Verzerrung  (diskretes Gitter) ~ Entzerrung

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer Mustererkennung 59
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2.6. Auswahl und Konstruktion von Merkmalen

2.6.1. Deskriptive Merkmalen

Definition von Merkmalen, die offensichtliche Eigenschaften
von Objekten bzw. ihren Klassen beschreiben.

Typisch: Heuristisch motivierte Merkmale mit anschaulicher Bedeutung.

Prof. Dr.-Ing. JUirgen Beyerer Mustererkennung

60

'sun 1aq ayoalagebiaiap pun -131doy Yolgayasula a1yoay ajfe ‘ 11y ‘awa1sAsNeziyog aAelalu| 1Ny |ymsiys 810z ©®



2.6.1 Deskriptive Merkmale

Beispiel: Geometrische Merkmale

- Flache des kleinsten umschreibenden Rechtecks

Fullungsgrad: Flache des Objekts

=1 falls Objekt rechteckig
=4/n falls Objekt kreisformig

Objekt

MBR = Minimum Bounding Rectangle
(umschriebenes Rechteck mit minimaler Flache)

Pt vn-public. - le:B08O)-diethelm/lehre/by03/02
Ferret Box = kleinstes umschriebenes
achsenparalleles Rechteck

Diskussion:
» lage-, rotations- und skalierungsinvariant?
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2.6.1 Deskriptive Merkmale

Beispiel: Geometrische Merkmale

Objekt Konvexe Hiille
- Flache(Objekt)
Konvexitatsgrad: | M= — - _
Flache(Konvexe Hiille{Objekt})

Diskussion:
» lage-, rotations- und skalierungsinvariant
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2.6.1 Deskriptive Merkmale

Beispiel: Geometrische Merkmale
Kompaktheit des Objektes (Formfaktor):

4 t-Flache
25m}
Umfang? K |
‘ usu:lrate|
pani]! | duadrete |
L
| ——- #]
W e
L ——— L |
fRIBCKE
o] J—L_| } | | .
| | |
sl | # | ]
| e | -
| &
D l' | ‘ | | 1 |JJ
05 06 07 08 09 1

Formfaktor m

Diskussion: m ist lage-, rotations- und skalierungsinvariant.
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2.6.1 Deskriptive Merkmale

Beispiel: Topologische Merkmale

Eulersche Zahl: | m=E=B-L

B = Anzahl der verbundenen Obijektteile
L = Anzahl der Locher

ABCDEF

‘AD @ CEF

m=1-1=0 m=1-2=- m=1-0=1

Diskussion: m ist invariant bezuglich ,Gummituchverzerrungen®.
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2.6.1 Deskriptive Merkmale

Bsp.: Detektion von Werkzeug-
brichen beim Stirnplanfrasen:

@, Intakter Fraser
@, defekter Fraser

Muster: intakter Faser

Periodogramm =
Betragsquadrat
der Fouriertrans-
formierten

Fraser mit 3 Zahnen

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer Mustererkennung 65
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2.6.1 Deskriptive Merkmale

Bsp.: Detektion von Werkzeug-
brichen beim Stirnplanfrasen:

@, Intakter Fraser
@, defekter Fraser

Zahn mit Schneidenbruch

1. ,Harmonische"
1 ,Subharmonische”

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer

L Musters defekter Faser

‘ . .

Periodogramm

Merkmal:

/yF{t(x, Y)Y’ d f,df,
m: 2

- l\jF{t(x, V¥ df,df,

Mustererkennung 66
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2.6.2. Modellparameter als Merkmale

ldee:

Erzeugendes Modell fur die Objekte bzw. flr die Muster erstellen, dessen
Parameter als Merkmale verwendet werden kénnen.

Vorteile:

» Modellgestltzte Merkmale i.d.R. anschaulich interpretierbar.

» Modellgestltzte Vorgehensweise erlaubt die Einbringung von
Expertenwissen.

» Modellgestltzte Merkmale sind sehr problemspezifisch.

= Modellgestitztes Vorgehen fuhrt i.d.R. auf niedrige Dimension des
Merkmalsraumes.

» Evaluation der Merkmale durch Synthese von Mustern.

Prof. Dr.-Ing. JUirgen Beyerer Mustererkennung
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2.6.2. Modellparameter als Merkmale

Beispiel: Erkennung von 3D-Objekten

_ T
Gairbus a320 = (Xo/ Yor Zos 1(1: Yur Z}' eeer Xpr Yivr 2y )
J

\
v
Knoten 0 Knoten1 . Knoten N
—_ * *
Goktuell = Gairbus A320 + %2 * Gajrbus A300

* *
+ Gairbus A320 + %1 * Gpoeing 747

* *
+ Qg GBoeing 707 + O GBoeing 737

Parameter T T

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer

Mustererkennung

1.0

0,0

Quelle: Fraunhofer-IOSB Karlsruhe, Prof. Dr. A. Laubenheimer HS KA
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2.6.2. Modellparameter als Merkmale

Bsp.: Autoregressives Signalmodell

= leistungsfahiges Modell zu Erzeugung von Zeitreihen
= effiziente Schatzverfahren fur die Parameter

K
en"@ > 0O, On :Z‘iaign—i'l'en
=

g, :Schwach stationar,

E{g,} =0

e, :schwach stationares,
weil3es Rauschen,

E{e.} =0,
E{en en+i} =0o° 5|0

a; :AR-Koeffizienten

el I Wl

;

;

0

Prof. Dr.-Ing. JUirgen Beyerer Mustererkennung
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2.6.2. Modellparameter als Merkmale
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2.6.2. Modellparameter als Merkmale

Beispiel: Autoregressives (AR) Signalmodell zur Texturanalyse

Def. AR-Modell: gmn = Zakl gm—k,n—l + emn
(k,leu

Zahl der Elemente von U =: |U| (Ordnung des AR-Modells)

Jmn - SChwach stationar, E{g,.} =0

: schwach stationar, weil3es Rauschen,

E{en} =0,
E{emn em+i,n+j} = 02 §|0 é}O

a, : AR-Koeffizienten

U :,kausale” Umgebung des Ursprungs (0,0) ¢ U

— rekursive Auswertbarkeit

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer Mustererkennung 71
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2.6.2. Modellparameter als Merkmale

Def.: Ymn == (K » Um—k,n—I ’K)T

(k,1) eU

a:(K ,ak| ,K)T

(k,1) eU

T
Omn =& Ymn +€mn

Yo A E R‘U‘

1

|U| : Machtigkeit von U

Modellierung einer gegebenen Textur g,,, mit den Parametern: a und o?

Merksmalsvektor fur die Textur: | m = (a)

o

Parameterschatzung:

a'y,, sagt (pradiziert) aus ,Vergangenheitswerten“ g, ., (k1) € U, den

aktuellen Wert g, vorher.

Das AR-Modell ist optimal angepasst, wenn der Vorsagefehler

Jmn — A" = €, Minimale Varianz hat.

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer

Mustererkennung
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2.6.2. Modellparameter als Merkmale

E{esnt=0" =E{07n — 22 YnOmn + ' Yron¥med} —  Min.

Notwendig:

= E{gmn}—2a" E{ypnOmlt+a E{ym¥mta — Min. | (%)

grad,E{en} = —2E{YmnOmn}+ 2E{¥m¥m}@ = O

T -1
< '1:'{2{4“27213”% ll:'{XQ”gr”B‘} Bei Ergodizitat: Schatzung
-1 der Kovarianzmatrizen
~(1 T ~ 1
~ (K Zm,n anymnj K mzr;ym”gm” durch ortliche Mittelung

~— ! S
——

tber mdglichst grof3en Bereich mitteln

-1
— a= (Zm,n any-r;nj 'Zm,n Y mnYmn

6° durch Einsetzenvon & und E{g;.}~1> g2, in (¥
m,n
Prof. Dr.-Ing. JUirgen Beyerer Mustererkennung
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2.6.2. Modellparameter als Merkmale

© 2018 Lehrstuhl fur Interaktive Echtzeitsysteme, KIT, alle Rechte einschlieRlich Kopier- und Weitergaberechte bei uns.

Synthese mit
AR-Modell der
Ordnung 84
(85 Parameter = Merkmale)

Original

Beispiel: Synthetische Hontexturen

74

Mustererkennung
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2.6.2. Modellparameter als Merkmale

Beispiel: Hontextur
Physikalisch motiviertes Modell

Q_) Drehbewegung

Honleiste

Ideale Hubbewegung

Hub
Schneidstoff-

Y Kkormer A
,‘-:.- >
ca \/ \ ) Zeit

A

‘sun 18q aydalagebialio pun -1aidoy| yolgIeIyIsuIs a1yday ajle ‘11X ‘ewWwalsASIezIydT sAIeISIul Ny [YnIsIya] 8T0Z ©

Oszillierende
Hubbewegung
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2.6.2. Modellparameter als Merkmale

Beispiel: Hontextur — Ein physikalisch motiviertes Modell

Modell: tx)= > g,(x'e,—d,)
g,() . zufallige, i. i. d.* Riefenprofile (— Texel)

e, =(cos «,, sin «,)" : Normalenvektor der v-ten Riefe

a,€[0,7) : zufallige,i.I. d. Riefenwinkel
ideal: p(av) :%(5(051/ _181)+5(av _ﬂZ))
d, . zuféllige, gleichverteilte Ursprungsabsténde der Riefen;

Zahl g der Riefen in einem Intervall der Lange L:

L (AL)° Poisson-
p@=e M g-0K .
q! Verteilung
*) I 1. d.: independent, identically distributed (statistisch unabhangig, identisch verteilt)
Prof. Dr.-Ing. JUirgen Beyerer Mustererkennung
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2.6.2. Modellparameter als Merkmale

Beispiel: Hontextur — Ein physikalisch motiviertes Modell

a,,d, — stochastisches Anordnungsschema

Modellparameter: gy, f,, 4, E{g9,(.)} = Merkmale

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer

Mustererkennung
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2.6.2. Modellparameter als Merkmale

Beispiel: Hontextur — Ein physikalisch motiviertes Modell
Bsp.: Berechnung (Schatzung) der Merkmale: Vorzugsrichtungswinkel

Grauwertbild Periodogramm Projektionsfunktion

A
(@)

Ho)= [ [ (F)° 5((~sin p,cosg) f)df

fy=0 f,=—o0

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer Mustererkennung 78
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2.6.2. Modellparameter als Merkmale

© 2018 Lehrstuhl fur Interaktive Echtzeitsysteme, KIT, alle Rechte einschlieRlich Kopier- und Weitergaberechte bei uns.

Ordnung 84
(85 Parameter)

Synthese mit
AR-Modell der

Modell
(14 Parameter)

Synthese mit
strukturell-statistischem

Beispiel: Synthetische Hontexturen
Original

79

Mustererkennung
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2.6.3. Konstruktion invarianter Merkmale

Variation von Mustern und Merkmalen

Objekte Muster
(Domane) (Musterraum, Signalraum)

Klasseninterne
Variation der Objekte I

Merkmale
(Merkmalsraum)

» Systematische Einfliisse der Messung, Beobachtung:
Lage, Skalierung, geometrische Verzerrung, ...

= Storungen: Rauschen, Beleuchtung, ...

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer

Mustererkennung
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2.6.3. Konstruktion invarianter Merkmale

Transformation im Objekt- und Musterraum

Domane

Objekt
Messung

Transformation

= M

induzierte
Transformation

transformiertes
Objekt

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer

Musterraum

Merkmalsraum

Merkmalsextraktion

> m{M}]

= g{M} |

> mig{M}}

Wunsch: Invarianz

mM} = mig{M}}

Mustererkennung
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2.6.3. Konstruktion invarianter Merkmale

Transformation durch Gruppen

Def.: Eine algebraische Struktur G mit einer dyadischen inneren

Verknipfung e heil3t Gruppe, wenn fir beliebige Elemente a, b, ¢ € G qilt:

(1) ae(bec)=(aeb)ec Assoziativitat

(2) Es existiert ein Einselement eeG mit:
aee—ecea=a VaeG

aea t=alea=e

(3) Zu jeden a existiert ein inverses Element aleG mit:

Aus (1)-(3) folgt, dass es genau ein Einselement und zu jedem acG

genau ein inverses Element aleG gibt.

Ist die Verkntpfung ¢ kommutativ, nennt man G eine abelsche Gruppe.

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer

Mustererkennung
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2.6.3. Konstruktion invarianter Merkmale

Beispiele fur Transformationsgruppen

Translationsgruppe ¢

X'=x+a | (2FG)

x=(xy)'

Verschiebung

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer

Kongruenzgruppe C

X'=Ax+a | (3FG)
ATA=1

+ Drehung

Mustererkennung
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2.6.3. Konstruktion invarianter Merkmale

Beispiele fur Transformationsgruppen

Ahnlichkeitsgruppe S Affine Transformation A
ATA =kl det(A) = 0

+ Skalierung

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer Mustererkennung 84
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2.6.3. Konstruktion invarianter Merkmale

,Brute Force“ Mustererkennung

Gruppe G sei parametriert durch den Parametervektor peP:

G={9(P){.}peP
(i,p*)=argjrpinHM—g(p){l\/lj}H > H=w *

Entspricht Berechnung einer verallgemeinerten Kreuzkorrelationsfunktion

mit dim(P) Freiheitsgraden. Aufwand wachst exponentiell mit dim(P).

Beispiel: Affine Transformation in der Ebene, dim(P) = 6. Jede Klasse
sei durch ein I\/Ij représentiert. Sei jeder Parameter p;, | = 1,..., 6 mit
103 Stufen quantisiert:

- Berechnung von Gl. (*) fur 108 Werte von p pro Klasse. Mit einer
Maschine, die 10° solche Berechnungen/s durchfiihren kann, brauchte
man ca. 31,7 Jahre.

- Wunsch nach invarianten Merkmalen beziglich G

Prof. Dr.-Ing. JUirgen Beyerer Mustererkennung
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2.6.3. Konstruktion invarianter Merkmale

Definition: Orbit eines Musters bezlglich einer Gruppe G:
{g{M}| g e G}={g(p){M}|p P}

g(PHAM}

Musterraum

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer

Mustererkennung
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2.6.3. Konstruktion invarianter Merkmale

Drei fundamentale Anséatze zur invarianten Merkmalsgewinnung

(1) Integration Uber die Transformationsgruppe, Haar-Integral, Hurwitz 1897

m=[f(g¢{M}dg= [f(g(p){M})dp

G peP

Funktion f( . ): z.B. Polynome, Monome

(2) Differentielle Methode

g(p){M}

P

Orbit

am(géz){M})EO fur 1=1,...dim(P) und VpeP
|

LOsung der daraus resultierenden partiellen DGI - Lie-Theorie

(3) Normalisierung: Zuruckfuhrung auf spezielle Punkte des Orbits, z.B.
den Punkt maximaler Krimmung. Bsp.: Fourierdeskriptoren

Prof. Dr.-Ing. JUirgen Beyerer Mustererkennung
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2.6.3. Konstruktion invarianter Merkmale

Invariante Merkmale durch Gruppenmittelung

m =

[f(e{MPdg= | f(g(P){M})dp

G

peP

Muster i i ‘
' ' '
f(M) flap{MY  flapj)iM})

|

|

*

'

f(g(p{M3)

|

e

Invariantes Merkmal

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer

VpeP

Mustererkennung
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2.6.3. Konstruktion invarianter Merkmale

Bsp.:

Problematik Bildrand: Bildkoordinaten X, y werden modulo der
Bilddimension verstanden, d.h. Bild wird als , Torus” behandelt.
- Die Bewegungen werden zyklisch.

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer

Invariante Merkmale fiir die Kongruenzgruppe C (ebene
Bewegungen) mit lokalen Funktionen

Muster M: b(x,y) Grauwertbild mit(x,y) [0, L, ]x[0, L]
g(P)AM}=9g(z,, 7, @){b(X, y)}=b(X', y')

| X' | cosg sing | X Ty
Mty 1 T Zsing  cose |y 7y
1 Ly I—x 2

= j jf(b(x',y'))dgodfxdry

Xy ry:O 7,=0 p=0

m

f(.): ,lokale Funktion®, z.B.: Monom benachbarter Bildpunkte

/‘\\

J

Mustererkennung
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2.6.3. Konstruktion invarianter Merkmale

Bsp.: Invariante Merkmale fir die Kongruenzgruppe C

Man kann zeigen, dass f und b vertauschbar sind. - Aufwandsreduktion!

Anstatt das Bild Uber den ganzen Parameterraum zu variieren, transformiert man
die lokale Funktion. D.h. man bewegt die lokale Funktion f gemal’ der vorliegenden
Gruppe uUber das ganze Bild (alle Verschiebungen und Drehungen) und integriert
tber die Funktionswerte.

Praktische Durchfiihrung: Naherung der Integration durch Summation auf dem
Pixelraster, Rotationen nur um eine endliche Anzahl von Winkeln, Interpolation der
Zwischenwerte, z.B. durch bilineare Interpolation.

f(.): z.B.: Monom: b*(x, y)b(x, y—1)b*(x—=1, y)b(x, y +1)b(x+1,y)

b(x, y+1) :
=
[ ] |

b3(x-1,y) | b2(x,y) | b(x+1,y) |

L

b(x,y-1)

| ===

Auswertung der lokalen Funktion f in allen Rotationslagen
an allen Bildpunkten und anschlielRende Summation - m

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer Mustererkennung 90

'sun 1aq ayoalagebiaiap pun -131doy Yolgayasula a1yoay ajfe ‘ 11y ‘awa1sAsNeziyog aAelalu| 1Ny |ymsiys 810z ©®



2.6.3. Konstruktion invarianter Merkmale

Differentielle Methode
Gruppen o parametrische Gruppen o Lie-Gruppen

Parametrierung zusammen mit einer Metrik D(p,p') auf dem Parameter-

raum P induziert einen Nachbarschaftsbegriff innerhalb der Gruppe G.
- topologische Gruppe

Lie-Gruppe: parametrische Gruppe G = {g(p){.}|peP}, deren
Gruppenprodukt und inverse Elemente stetig von p abhangen.

- Infinitesimale Transf.: g(dp){.} verandern die Muster nur infinitesimal.

Eine Gruppe G heil3t zusammenhangend, falls sich jedes Element g von G

durch einen Weg, der vollstandig in G verlauft, mit dem Einselement e
verbinden lasst.

Es gilt: In einer zusammenhangenden Lie-Gruppe lasst sich jedes Element
geG als Produkt von infinitesimalen Transformationen darstellen.

Idee der differentiellen Methode: Bei zusammenhangenden Lie-Gruppen
folgt aus der Invarianz bzgl. infinitesimaler Transformationen die Invarianz
bzgl. der ganzen Gruppe.
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2.6.3. Konstruktion invarianter Merkmale

Differentielle Methode

Es gilt: Bei Konstruktion invarianter Merkmale mit der differentiellen
Methode bezuglich zusammenhangender Lie-Gruppen genugt die

Betrachtung von p = 0.

om(g(p){M})
op,

p=0

=0 far

~1....,dim(P)

M'=g(p){M}: M- M

m(.):

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer
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2.6.3. Konstruktion invarianter Merkmale

Beispiel: Muster ist ein Bildsignal

b(x,y)eM: Q—>IR

om(g(PYb(x. YY) _amDErp) 5 om  b(Emp)
opy opy (g,n)egﬁbl(f’ﬂ;p) opy

Beispiel: Drehgruppe (ist eine zusammenhéangende Lie-Gruppe.)

g(P)IM}=g(pHb(x,y)} mit p=¢<[0,27)

9(@){b(x, y)} =b(xcosp—ysing, xsinp+ycose) =b'(&(e), 7(p)) =b(&,n)

om(g(eXb(x,y)}) _ om(b(&,n)) om (@b og oo @77)

= = +
op op (5%69 ob(c,1)\ 05 Op  On Op
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2.6.3. Konstruktion invarianter Merkmale

Normalisierung, Bsp.: Fourierdeskriptoren flr Konturen

Bsp.: Fourierdeskriptoren flr geschlossene ebene Konturen

z(|)—{x(l)} parameter: 1 [0, L
Ly arameter: 1 <[0,L)

Periodische Funktion:

A
1Yy
7+

5] j:%/zm{

x(I)}
y(l)

z(D=z(I+L) VIe|[O,L) 7= R
A et
Periodische Funktionen lassen sich durch Fourierreihen darstellen.
{U) x :
z(I) = = Y F,exp(i2znl/L)  n=0%1+2,..., 0
y() | nT
X 1L X(I) _ *
= = — exp(—ij2=nl/L)dlI X, =X Y*=Y
n {Yn} LE[) y(1) p(—J2n ) n n n —n
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2.6.3. Konstruktion invarianter Merkmale

Normalisierung, Bsp.: Fourierdeskriptoren flr Konturen

Komplexe Schreibweise:

- .
z(l) = X()}: Y F,exp(j2znl/L) n=0,+142,.., 0
Ly o=
5 X )
F, = n} Xn=X_n Yy=Y,
Yn

20y =x()+jy() = Sc,expi2znl/L) ¢,

N=—o0

Ch = Xn"‘an

L
- %jz(l)exp(—jZ anl/L)dl
0

Konturschwerpunkt: c,

Translationen wirken nur auf ¢, und lassen die ¢;, |i| > 0 unverandert.

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer
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2.6.3. Konstruktion invarianter Merkmale

Normalisierung, Bsp.: Fourierdeskriptoren flr Konturen

Fouriersynthese einer geschlossenen Kontur
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2.6.3. Konstruktion invarianter Merkmale

Normalisierung, Bsp.: Fourierdeskriptoren flr Konturen

Polare Schreibweise der Fourierkoeffizienten: Ch = Ch |eXP(J )

1 1

die Amplitude die Phase

Beispiel zur Bedeutung der Phase:

7
6
-~ 3
|
1
0
T 3174 3§ ¢ % v 43
Re(2)
iqi i = ' j7rl2
Original Muster Fouriersynthese N=9 c = ‘Cl‘?_J
Manipulation: Anderung
der Phase von c,
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2.6.3. Konstruktion invarianter Merkmale

Normalisierung, Bsp.: Fourierdeskriptoren flr Konturen

Fourierreihenkoeffizienten: ¢, = % f z()exp(=j2=nl/L)dl

primitive
Periode
Anséatze fur die Normalisierung:

Z/N=z(N+a — ¢/, =c,+ady

—> Translationsinvarianz: Ignorieren von C,

z'(l)=az(l) —» c,=ac,

— Skalierungsinvarianz: Berechnung von Quotienten C,/ C,

z'(I)=z(1+a) — c, =c,exp(j2rnnal/L)

- Rotationsinvarianz: Berechnung von Phasendifferenzen ng.. — mé,
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2.6.3. Konstruktion invarianter Merkmale

Normalisierung, Bsp.: Fourierdeskriptoren flr Konturen
Es gilt: Bezuglich geschlossener Konturen sind die Merkmale:

m,, = : 2 :exp(j(¢n rag —Bp,)) N=21+2,., +o
q
a::ﬂ, ,B::ﬂ, r=q+s, gelIN*t
r— r—q

invariant beztiglich der Gruppe C der ebenen Bewegungen (Translationen
und Rotationen) und der radialen Streckung (Skalierung).

S: Grad der Rotationssymmetrie

Def.: Geht ein Muster bei einer Rotation um seinem Schwerpunkt um 2m/s
In sich selbst Uber, so liegt eine Rotationssymmetrie vom Grad S vor.

Gut geeignet fur die Normierung ist der i.d.R. dominante Koeffizient c,.
Falls zudem keine Rotationssymmetrie vorliegt ist s = 1.
g=1,s=1=r=2,a=1-n,=2-n
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2.7. Reduktion der Dimension des Merkmalsraumes

Problem: Hohe Dimension des Merkmalsraumes ist ungunstig.

Wunsch: Verringerung der Dimension des Merkmalsraumes bei moglichst
geringem Verlust an klassifikationsrelevantem Informationsgehalt

Ansatz: Projektion des Merkmalsvektors der Dimension d auf einen
Unterraum geringerer Dimension d .

Methoden:

» Hauptkomponentenanalyse: Berechnet die Projektion, die gegebene
Daten in Sinne der kleinsten Quadrate optimal reprasentiert.

- Lineare PCA (Principal Component Analysis)
- Kernelized PCA (nichtlinear)
» Independent Component Analysis (ICA)

= Multiple Discriminant Analysis: Berechnet die Projektion, die gegebene
Daten in Sinne der kleinsten Quadrate optimal trennt.

= Auswahl einer Teilmenge von Merkmalen - Verwerfung von
Merkmalen
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2.7.1. Hauptkomponentenanalyse

HKA: Hauptkomponentenanalyse

Andere Bezeichnungen: Principal Component Analysis (PCA),

Karhunen-Loeve-Transformation

Datensatz: D={mgy,...my}

Erster Schritt: Welcher Punkt m, im Merkmalsraum reprasentiert die

Daten D mit minimalem quadratischen Fehler?

N
FehlermaR: | Jo(m)= > |m —mkHz
k=1

Gesucht: my, so dass Jy(mg) minimal

1
Resultat: My=M:=—>m,
N k=1 >
m
Prof. Dr.-Ing. JUirgen Beyerer Mustererkennung
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2.7.1. Hauptkomponentenanalyse

Bewels:

N 2 N 2
Jo(mo)=k§1\\mo—mkH :El\\(mo—m)—(mk—m)“ =

N . N T oo 2
= 2 [(mo —m)|" =23 (Mo —m) " (my —m) + 3 |(my —m)|" =
k=1 k=1 k=1

N 2 T < S |2
= 2 |(mo —m)|” —2(mg —m) " > (my —m)+ > [[(my —m)|" =
k=1 k=1 k=1

N > N 2
= 2. |(mg —m)[* + X |(my —m)|
k=1 k=1

Wird minimal far: Mg =m

N
} — Jo(mo) = Xfm -’

Prof. Dr.-Ing. JUirgen Beyerer Mustererkennung
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2.7.1. Hauptkomponentenanalyse

Zweiter Schritt: Welche Gerade im Merkmalsraum reprasentiert die Daten
D mit minimalem quadratischen Fehler?

Gerade h: m=m+ae, acR, ecRd, |¢ =1

m, =m+ae mit a = Parameterwert der orthogonalen Projektion des
Punktes m, auf diese Gerade.

Fehlermall;

N
Jl(al,...,aN ,e) = kz_:le-l‘ake—mkHz

Zunachst gesucht: aj,..., ay,
so dass Ji(aj,...,ay,€) minimal.

Resultat:

v

Ay :eT(mk —m)
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2.7.1. Hauptkomponentenanalyse

Bewels:

N N
Jl(ali--w ay 1e) = I;I-H(m-i_ ake) _mkHZ — l;]_Hake_ (mk _m)HZ -
N , N T N o
= > Jaxe]|” -2 ake’ (my —m) + > [my —m]° =
k=1 k=1 k=1
N N N
= Y.ai[el” ~23 ace" (m —m)+ X |my —m]’
k=1 k=1 k=1

N1(@,8N08) _ oo 26T (my M) =0

0q

< a —e' (m; —m) g.e.d.
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2.7.1. Hauptkomponentenanalyse

Berechnung des optimalen Richtungsvektors €

N
Streumatrix: S:= ) (my —m)(my —m)T
k=1

N N N
Rechnung: J,e)=Y a2 -2> ae"(m ~m)+> |m -m[ =
k=1 k=1 k=1

N
k=1 k=1 k=1
N T ==\12 C K
== [e"(m, =M)]° +>_|m, —m|
k=1 k=1
N N
=-> e'(m —m)(m,-m)'e+> |m, -m =
k=1 k=1

N
——e'Se+ ZHmk — WHZ
k=1

> e'Se maximieren unter der Nebenbedingung: [g|=1

Prof. Dr.-Ing. JUirgen Beyerer Mustererkennung
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2.7.1. Hauptkomponentenanalyse

Rechnung:
f(e,A)=e'Se—A(e'e—1) A: Lagrange Multiplikator
V., f=25e-21e=0

Se = Je

e'Se=4e'e=1 = 1 muss maximal gewahlt werden.

Resultat:

Die optimale Gerade geht durch den Mittelwert m
und hat als Richtungsvektor € den Eigenvektor zum
groften Eigenwert A der Streumatrix S.

Prof. Dr.-Ing. JUirgen Beyerer Mustererkennung
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2.7.1. Hauptkomponentenanalyse

Dritter Schritt:

Welcher affine, d -dimensionale Unterraum des Merkmalsraumes
reprasentiert die Daten D mit minimalem quadratischen Fehler?

"
Ansatz. m=m+) aje {ej} bilden eine orthonormale Basis
i=1
N d: 2
Fehlermali: Jg =D I(M+> aei)—-my| , d'<d
k= i=1

Resultat:

Der optimale affine Unterraum der Dimension d ' geht durch
den Mittelwert m und wird von den Eigenvektoren €; zu den
d‘ gro3ten Eigenwerten A; der Streumatrix S aufgespannt.
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2.7.1. Hauptkomponentenanalyse

Vorgehensweise:

= Berechnung des Mittelwertvektors m und der Streumatrix S

» Berechnung der Eigenvektoren und Sortierung nach fallenden Eigenwerten

» Bildung einer Matrix A mit den d ' Eigenvektoren der d ' gréf3ten
Eigenwerte als Spalten

= Transformation | m'= A" (m—-m)

Quelle: R. O. Duda, P. E. Hart, D. G. Stork: Pattern Classification
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2.7.1. Hauptkomponentenanalyse

Diskussion HKA: Erwartungswert und Kovarianzmatrix

Sei m ein Zufallsvektor.
Erwartungswert:

Kovarianzmatrix:

Eigenvektorzerlegung:

Eigenvektoren:

Eigenwerte:

i = E{m}
% = Cov{m} = E{(m —p)(m —p) "}
_K‘l ] _81 ]
d 0
=S o] o " |
v _ EAET L 4424 441154
A =T
siTaj =5

ETE=l = E'=?! = A=E':E

Praktisch: Kovarianzmatrix immer positiv definit:

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer
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2.7.1. Hauptkomponentenanalyse

Diskussion HKA: Erwartungswert und Kovarianzmatrix

Karhunen-Loéeve Transformation:

Mm=E"(m-p)

Erwartungswert:

E{i9 = 0

Kovarianzmatrix:

Cov{m}:=E{E' (m—p)(m—p)' E}

=E" E{(m-p)(m-p)"}E
—E'SE=A

Varianz der Komponenten:

Ki = Var{mi}

Komponenten sind unkorreliert:

E{(19p— E19E}) (196 — E{943)} = x5

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer
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2.7.1. Hauptkomponentenanalyse

Diskussion HKA: Zusammenhang mit den empirischen Groél3en

Empirischer Mittelwert:

Streumatrix:

1 N
m _Nélmk

N - T
S:= ) (my —m)(my —m)

Erwartungstreue Schatzung des Erwartungswertes:

fi=m

E{m}=p

Erwartungstreue Schatzung der Kovarianzmatrix:

o _ 1

E{iL5S} =2 = E{(m—u)(m—u)T}

Schatzung der Varianz der transformierten Komponenten:

S |
Ki_mﬂ‘i

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer
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2.7.1. Hauptkomponentenanalyse

Diskussion HKA: Veranschaulichung

A m2

Standardabweichung o V1,

v

[

Standardabweichung o« v/ 4,
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2.7.1. Hauptkomponentenanalyse

Diskussion HKA:
Greedy-Abspaltung der maximal variierenden Unterraume

. . T
Linear transformiertes Merkmal m =e, (M-m)
mit maximaler ,Varianz® A;:

Abspalten der von g, My, = (1-ee,')(m-m)
aufgespannten Dimension:

Linear transformiertes Merkmal m, = esz[l]

mit maximaler ,Varianz® 4,

Abspalten der von e, My, = (1-e,e, )my,

aufgespannten Dimension:.

Usw.
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2.7.1. Hauptkomponentenanalyse

Diskussion HKA: Minimale Entropie der Varianzen, beste lineare Naherung

Die ,Varianzen® der transformierten Merkmale sind maximal ungleichverteilt:
minimale Entropie der Varianzen.

d ﬂ’i )
H(§1,---,§d)=—§§i log &i ist minimal.
y) )
§i=—g — _
Z?: /'LJ ........... . IL

Die HKA liefert im Sinne der kleinsten quadratischen Abweichungen die
beste d ‘-dimensionale Approximation der Daten D.

. 2
N d d
> (mk—m)—ZeieiT(mk -m)| = > 4 istminimal.
k=1 =1 i=d'+1
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2.7.1. Hauptkomponentenanalyse

Diskussion HKA:

» Transformierte Merkmale sind paarweise unkorreliert.

= Varianzen der transformierten Merkmale sind maximal ungleichverteilt:
minimale Entropie der ,Varianzen®.

= Die HKA liefert im Sinne der kleinsten quadratischen Abweichungen die
beste d -dimensionale Approximation der Daten D.

= HKA zielt nicht auf optimale Klassentrennbarkeit, sondern auf die kleinste
Summe der quadratischen Fehler im Hinblick auf Beschreibung der
Gesamtstichprobe durch einen affinen Unterraum. Erfahrungsgemar
liefert die HKA meist trotzdem sehr gute Merkmalsraume verminderter
Dimension.

» Urspringliche Merkmale verlieren durch HKAi. Allg. ihre anschauliche
Bedeutung.

= HKA macht die Verteilung der transformierten Merkmale einer
Gauldverteilung ahnlicher (Zentraler Grenzwertsatz).
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2.7.1. Hauptkomponentenanalyse

Beispiel: Gesichtserkennung mit Eigengesichtern (Eigenfaces)

Grauwertbild eines Gesichtes:  b(x, y)

2
Bild als Spaltenvektor: m:=Col{b(x,y)}e R", d= n?
Datenmatrix: M:=[m;-m,..,my-m]
Streumatrix: S=MM"

n?xn?-Matrix! Sehr grof3! Hat nur N-1 nichtverschwindende Eigenvektoren.
Rechentrick: | = |\/|T|\/|

NxN -Matrix! Eigenvektoren leichter berechenbar.

Es gilt: Die ersten N-1 (N < n?) zu den groRten Eigenwerten gehorenden
Eigenvektoren von S lassen sich aus den fallend sortierten Eigenvektoren
n; von L berechnen mittels:

e = | =1...N

|Mn;

Eigengesichter: e,
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2.7.1. Hauptkomponentenanalyse

Belsplel Gesmhtserkennung mit Elgenge5|chtern (Eigenfaces)

o o .t pt r{ pf r—l :f;r
S a',:v .

Mittleres
Gesichtm

©
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Bildgrofie:
30x24 Pixel

Quelle: http://pubweb.northwestern.edu/~acb206/ece432/FaceRecReport.html
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2.7.1. Hauptkomponentenanalyse

Beispiel: Gesichtserkennung mit Eigengesichtern (Eigenfaces)

. Mittleres Gesicht Merkmale flr die Gesichtserkennung:

Die ersten 20 Eigengesichter m'= [el,...,edr]T (m—m)

“I Eigenwertverteilung

o m—

il oo 60 “apa A =501
http://pubweb.northwestern.edu/~acb206/ece432/FaceRecReport.html
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2.7.1. Hauptkomponentenanalyse

Beispiel: Gesichtserkennung mit Eigengesichtern (Eigenfaces), 3D-Daten

Erste 16 Eigengesichter
von 3D-Gesichtsdaten

http://www.ausbcomp.com/~bbott/wik/eigenface.htm
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2.7.1. Hauptkomponentenanalyse

Beispiel: Merkmale flr die Zeichenerkennung

Die ersten 20 von 256 Eigenvektoren Originalbild (16x16 Pixel) eines Zeichens A.
der Buchstaben A-Z. Schrittweise Rekonstruktion durch
Berlicksichtigung einer steigenden Zahl
von Eigenkomponenten
(1, 2, 3,4,5, 6, 8, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40)

Quelle: J. Schirmann, Pattern Classification, Wiley-Interscience 1996
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2.7.1. Hauptkomponentenanalyse

Beispiel: Modellgestitzte Flugzeugtyperkennung

Quelle: Fraunhofer-IOSB Karlsruhe

_ T
G pirbus A320 —\(Xo’ Yo ZIO"Xli Y1, Zy ooy X YN 2N )

) 4
Knoten 0 Knotenl . Knoten N
Gael = Gairbusazzo T M2 Gairbus A300

+ 1 Gairusazao + My Gpoeing 747

+ M5 Gpgoeing 707 + Mg Gpoeing 737

Datengetriebenes adaptives Flugzeugmodell

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer
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2.7.1. Hauptkomponentenanalyse

Beispiel: Modellgestitzte Flugzeugtyperkennung

Quelle: Fraunhofer-IOSB Karlsruhe

Hauptkomponentenanalyse

Transformierte Merkmale Eigenvektoren | 1,0
oV ? ™

Relevanz der transformierten Merkmale ist stark fallend.

Prof. Dr.-Ing. JUirgen Beyerer Mustererkennung
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2.7.2. Nichtlineare Hauptkomponentenanalyse (Kernelized PCA)

Andere Bezeichnungen: Kernelized Principal Component Analysis

(Kernel-PCA)

ldee: HKA In einem transformierten Merkmalsraum. Die nichtlineare

Transformation der Merkmale ¢(m, ),k =1,...,N kann die Représentation

der Daten verbessern.

Quelle: B. Scholkopf, A.J. Smola, K.-R. Miiller: Nonlinear Component Analysis as a Kernel Eigenvalue
Problem. Technical Report 44, Max-Planck-Institut fr biologische Kybernetik, 1996.

Nichtlineare Transformation: ¢:; “o>IM —> F,

N
Zunéchst gelte: %Z(p(mk) =0
k=1

m,a ¢(m,)

Streumatrix: C:= %ZN:(p(mk)(p(mk)T ~ E{(p(m)(p(m)T}

Ansatz Kernel-PCA: Losen der Eigenwertgleichung im transformierten

Merkmalsraum.

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer
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2.7.2. Nichtlineare Hauptkomponentenanalyse (Kernelized PCA)

Aufgabenstellung: Gesucht sind die EigenvektorenVv und Eigenwerte A
von C.

N
Herleitung: Av=Cv mit C:=%Z(P(mk)(P(mk)T
k=1

Die Lésungen V liegen in dem von den {(p(mk), k=1,..., N}
aufgespannten Raum.

/IV:%Z(p(mk)((p(mk)Tv) = vespan{p(m,), k=1...,N}

N
= V= Zak(p(mk)
=

Prof. Dr.-Ing. JUirgen Beyerer Mustererkennung
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2.7.2. Nichtlineare Hauptkomponentenanalyse (Kernelized PCA)

Gleichungssystem aquivalent zur Eigenwertgleichung:

Ap(m)'v=¢(m,/) ' Cv mit k=1,...,

N

Mit (1) folgt daraus:

20(m)" > ae(m) = o(m)" = e(m )e(m,)" > ae(m)

und dann:

/12¢(mk) o(m) e = Z((p(m )’ Z(p(m )]((p(m ) o(m,))e,

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer

Mustererkennung
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2.7.2. Nichtlineare Hauptkomponentenanalyse (Kernelized PCA)

Definition der N x N Matrix K, (K); = K; :=o(m;)" o(m,),

Mit (2) folgt: NAKa=K?a mit @:=(a,...a,)"

Zu dessen L6sung l6st man:

N Ao =Ka Eigenwertgleichung

so dass gilt: A,,...,

Eigenwerte 4, < A, <... < A, und Eigenvektoren o',...,a" miteinemp,
p-1

:O;ﬁp >0

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer
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2.7.2. Nichtlineare Hauptkomponentenanalyse (Kernelized PCA)

Normalisierung der Vv°,...,v

Mit (1) folgt:

N

> (u")Tukzl, u“cv, k=1....N

A = (Vk)TVk = ZN:ZN:aika;((P(mi)T(P(mj) = ZN:ZN:aika;( Kij = (ak )T Ka' = A (“k )T a

i=1 j=1

und mit
1

i=1 j=1

B = (B B) i=ﬁ(0ﬁk,---,a§f

wird die Normalisierung erreicht.

1=() W =33 g Bem) o(m) =3 B BK, = () KB* = 4 (B*) B

i=1 j=1

Die BX sind Losungen von:

i=1 j=1

N2 B" = Kp*

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer
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2.7.2. Nichtlineare Hauptkomponentenanalyse (Kernelized PCA)

Projektion der transformierten Merkmale @(m) auf den Eigenvektor u*.

() p(m) =3 4 (9(m)" o(m)

Kernel-Trick: Implizite Nutzung des u.U. co-dimensionalen Eigenfunktions-
raumes einer so genannten Kernfunktion K als transformierten Merkmals-
raum. Dabei missen die transformierten Merkmale nicht explizit berechnet
werden. (Details Kapitel 7.5. Support Vektor Maschine)

Kernfunktion: | K(m,s) =@(m)" ¢(s) = (@(m),¢(s))

z.B.:

Polynominale Kernfunktion: ~ K(m,s) =(m's +c)°

Radiale Basis Kernfunktion:  K(m,s) = exp(— Im—=s|f /(202))
Sigmoid Kernfunktion: K(m,s) = tanh (K(st) + 9)

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer Mustererkennung 128
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2.7.2. Nichtlineare Hauptkomponentenanalyse (Kernelized PCA)

Vorgehensweise: Berechnung der nichtlinearen HKA.

1. Berechnen der Matrix K mittels Kernfunktion.

Kij :(p(mi)T(P(mj) — K(mi’mj)’ i, J :lv“’ N

2. Diagonalisieren von K, d.h. bestimmen der Eigenvektoren (11, ey o

und Eigenwerte A4,,..., 4, der Eigenwertgleichung:

N Ao = Ka

3. Normalisieren der Eigenvektoren v°,...,v"

(W) =1 = 4(p) p* =1

4. Projektion der Merkmale auf die Eigenvektoren u®.

N

m =Y AKmm) | m =) gm) =Y AK(m,m)

=1

Prof. Dr.-Ing. JUirgen Beyerer Mustererkennung
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2.7.2. Nichtlineare Hauptkomponentenanalyse (Kernelized PCA)

1 N
Vorgehensweise fir NZ(p(mk) =0

k=1

Bemerkung: Da ¢ nicht explizit berechnet wird, kdnnen die
transformierten Merkmalsvektoren nicht direkt zentriert werden. Die obige
Herleitung muss dann far

w(m,) = o(m,) —%Zq»(mk)

durchgerechnet werden. - Resultat: Der Algorithmus zur Berechnung
der nichtlinearen HKA wird mit der Matrix I" anstatt K durchgefihrt.

r=K-1,K-Ki, +1,K1, mit (1,), :=%,

Quelle: B. Scholkopf, A.J. Smola, K.-R. Miiller: Nonlinear Component Analysis as a Kernel Eigenvalue
Problem. Technical Report 44, Max-Planck-Institut flr biologische Kybernetik, 1996.
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2.7.2. Nichtlineare Hauptkomponentenanalyse (Kernelized PCA)

Beispiel:
Im—s|f
K(m,s) =exp| — >
6_
m m, o
2 6 i . % 2 = *2 .
* } 06
a)l v+
4 4 a)l
+ * 04 * + a)3
+ %
2 . t = * :I *e *
O N B +|# + 02
* + =
. 4 a)z g +
i p ¥ * * s o
Wy
+ 4 +7 H +
2F . . ¢ 02 : +
+ e " + ¥
4 *hy r e 04 L *
+ +
*
6 06 *
47 %4
a8 08 1 ]
] £ 4 2 i 2 4 6 [ 4 02 [ 02 04 0B 08 1
X m First component m [}
1 1

http://en.wikipedia.org/wiki/Kernel_principal_component_analysis

Erste Komponente nach der Transformation
reicht zur Unterscheidung der Klassen aus.
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2.7.3. Independent Component Analysis (ICA)

Ziel: Finden eines linear transformierten Merkmalvektors m'=U(m—-m)
dessen Komponenten p(m’) = p(m’;,m’,,...,m';) = p(m’,)- p(m’,)-...- p(m'y)
stochastisch unabhéangig sind.

ull K u1d
Aufgabenstellung: Bestimmen der KoeffizientenU=| M O M|=YZ
der Transformation | m'=U(m-m) Uy, L Uy

Vergleich: Transformierter Merkmalvektor der Hauptkomponenten-
analyse liefert nur paarweise unkorrelierte Komponenten.

Daten Ergebnis HKA Ergebnis ICA
!
m2 A . m2., |CA_ A
. * - P m,
v ey ; 1, ICA
v, L 5
Quelle: A. Hyvérinen, J- Karhunen, E. Oja: Independent Component Analysis
Prof. Dr.-Ing. JUirgen Beyerer Mustererkennung
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2.7.3. Independent Component Analysis (ICA)

Exkurs Korrelationskoeffizient
Seien a und b Zufallsvariablen mit: a,b: p(a,b)

E{(a-Efa })(b—E{b»}

\/Var Var

e [—1, 1]

Definition Korrelationskoeffizient:  p,, =

Der Korrelationskoeffizient p,, quantifiziert die lineare stochastische
Abhangigkeit von a und b.

Definition: Zwei Zufallsvariablen heil3en stochastisch unabhangig, falls gilt:

p(a,b)=p(a)p(b) < p(alb)=p(@) < pbfa)=p(b)

Satz: Stochastische Unabhangigkeit = Unkorreliertheit.
Die Umkehrung gilt nur bei normalverteilten Zufallsvariablen.

Bsp.: Sei a: N(a;E{a},Var{a})=N(a;0,1) und b:=a’
a und b sind stochastisch abhéngig wegen: p(b|a) = 5(b—a®) # p(b)
a und b sind jedoch unkorreliert: pa =E{ab}=E{a’}=0

Prof. Dr.-Ing. JUirgen Beyerer Mustererkennung
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2.7.3. Independent Component Analysis (ICA)

Vorgehensweise ICA:

(1) Vorbereiten der Daten: Zentrieren und Whitening
= Zentrieren der Daten D={m,,...,m,} bzgl. empirischem Mittelwert:

_ N
ma m-m mit M==)m,

k=1

= Whitening der Daten, d.h. Transformation z .= Z(m—-m) , so dass qilt:
paarweise Unkorreliertheit und Var{z.}=1

Cov{z}= E{zzT};I

Z.B. mittels HKA und Normierung:
[ Wdh. HKA: m'=A"(m-m) ]

L 0] N
0

L L
Z=l MO M|A'=l M O
L

=l 0 L

N-1

0
M

A

AT

nach ROTR
Whitening "7t

Zur Definition A, x, 4 siehe Abschn. 2.7.1. Beachte hier: d‘=d

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer
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2.7.3. Independent Component Analysis (ICA)

Vorteile: Whitening vermindert Freiheitsgrade der MatrixY .
Anm.: Die Independent Components sind durch das whitening bis auf
eine orthogonale Transformation (Drehung, Spiegelung) bestimmit.

Beweis: Die Varianzen der Independent Components sind mehrdeutig.

d
m'= U(m‘m)=zui(mi ~-m), mit U=(u,,...,u)e;
i1

(1 _ D.h. Forderung Cov{m'}ﬁ ist ohne
m _;[Zuij(a‘(m‘ ~m)) Einschrankung zulassig.

Unkorreliertheit ist notwendige Bedingung flr stochastische Unabhanigkeit.
Forderung: Whitening soll bei Transformationm'=U(m-m) =YZ(m—-m)
erhalten bleiben.

E{m'm™}= YE{(Z(m-m)(Z(m-m)) }Y 53 YY =]

Vorteil: Eine orthogonale Matrix Y € ““ besitzt nur d(d -1)/2
Freiheitsgrade (unabhangige Werte, Eintrage).
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2.7.3. Independent Component Analysis (ICA)

Exkurs Transinformation (Mutual Information)
Seien a und b Zufallsvariablen (ZV) mit: a,b: p(a,b)

Esgilt: p(a,b)=p(alb)p(b) = p(b|a)p(a)

Definition: Transinformation I(a;b) ist die Information im Shannon‘schen
Sinne einer ZV b beziglich einer ZV a:

| (a;b) :=h(a)-h(a|b)=h(b)-h(b|a) | h(.) ist die differentielle Entropie.

(@b)= hg) - h3lp)

Unsicherheit Unsicherheit
desWertes a  des Wertes a
gegeben b

=— [ p@log(p@@)da+ [[ p(ab)log(p(alb))dadb

supp p(a) supp{p(a,b)}

=— [ p(ab)log(p(a))dadb+ [[ p(ab)log(p(alb))dadb

supp p(a,b) supp{p(a,b)}

Verminderung der Unsicherheit der ZV a

{ Die Transinformation I(a;b) ist die mittlere
nach Beobachtung des Wertes der ZV Db.

Prof. Dr.-Ing. JUirgen Beyerer Mustererkennung
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2.7.3. Independent Component Analysis (ICA)

Exkurs Transinformation (Mutual Information)

p(a|b)
| (a;b) = b)l dadb
(a ) suppJ.J;a b)} p(a ) Og p(a) j :

iog| _P@D)
supp-[;‘(‘ab)}p(a )Og p(a) p(b)

]dadb =D(p(a.b)|p(a) p(o))

I(a;b) = D(p(a,b)|[p(a) p(b))

Marginalverteilungsdichten: p(a) =j p(a,b)db und p(b)= _[ p(a,b)da

Die Transinformation I(a;b) ist gleich dem Kullback-Leibler-Abstand der
Verbundverteilungsdichte vom Produkt der Marginalverteilungsdichten.

Dieser Abstand nimmt fur den Fall stochastischer Unabhangigkeit seinen
Minimalwert O an.

Prof. Dr.-Ing. JUirgen Beyerer Mustererkennung
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2.7.3. Independent Component Analysis (ICA)

Vorgehensweise ICA:

(2) Optimierung der stochastischen Unabhangigkeit mittels Transinformation.

Transinformation: Spezialfall der Kullback-Leibler Distanz.

J(m) =D(p(m) || p(m,) p(my).... p(m,)) = | p(m) Iog(

Wdh.: D(p|p)=0 und

p(m) )dm

p(m) p(m,)...p(m,)

D(p(mlimz) ” p(ml) ) p(mz)) =0, wenn gilt: p(ml’mZ) = p(ml)' p(mz) -

Optimierungsfunktional: (numerische Optimierung)

J*(m) = min{D(p(m’) | p(m,) p(m,")... p(Mm, )} —

optimales Y

mit m'=YZ(m-m), Y =(y,,...,Y,) und Nebenbedingung: YY" =1.

Anm.: J°(m") =0 kann nicht generell garantiert werden.

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer
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2.7.4. Multiple Discriminant Analysis

Nachteile der HKA (PCA) und ICA :
Sie zielen nicht auf optimale Klassentrennbarkeit.

HKA z.B. minimiert die Summe der quadratischen Fehler im Hinblick auf
Beschreibung der Gesamtstichprobe D. Beispiele:

a m2 A

Trennung mittels m'; gut. Keine Trennung mittels m’;.
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2.7.4. Multiple Discriminant Analysis

Ziel: Merkmale fur hohe Klassenunterscheidbarkeit
Einfachster Fall:
Datensatz: D={mj,...,my}
2 Klassen: c=2
Dy ={m; o=}, D;={m;|o=0aw,}
Dy/=N;, |Dy/=N,, N;+N,=N

Projektion auf 1-dimensionalen Unterraum: span(w)

T

m=w'm = m'y,..,myin D',D'5 unterteilt

Gesucht: w, sodass die 2 Klassen optimal getrennt werden.
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2.7.4. Multiple Discriminant Analysis

Fisher Linear Discriminant: J(w) = ‘ml
s'12+s'§
N, M= Zme :WTmi S'i2 1=i > (m'—m, )2 1=12
N m'eD’; I meD; N; m'eD';

Veranschaulichung:
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2.7.4. Multiple Discriminant Analysis

Streumatrizen: S; = 3 Z(m—mi)(m—mi)T, Sw=51+Sy
N I meD;
1 1 1 1
Si2 N Z(m_ml)z— Z(WTm_WTml)z
I m'eD'; i meD;
Ni ZW (m—m;)(m-— m) W = WTSW

I meDb;

s'12+s'§ WTSWW

1 1 2 e ~ 2 — N S I
(M'1-m'y)? = (w'my —w'mj)* = WT(I 2 XM 7 'ngTW =w'Sgw
Z:SB
w'Sgw : .
= J(w)=—-"B" : Rayleigh Koeffizient
WTSWW

Bemerkung zu den Indizes: B: Between, w: Within
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2.7.4. Multiple Discriminant Analysis

Gesucht: w, so dass J(w) maximal wird.

- w'Sgw
Maximierung von T
W W SWW W

&  Maximierung von w'Sgw

WTSWW=1

f(w,A)=w'Sgw—A(Ww'S,w-1) A: Lagrange Multiplikator
B w

V,, f =2Szw—21S,w =0

SgW = AS,,W verallgemeinertes Eigenwertproblem

Falls S, invertierbar:
S;\}SBW = Aw
Sgw hat immer die gleiche Richtung wie m; —m,

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer
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2.7.4. Multiple Discriminant Analysis

Allgemeiner Fall:
Zahl der Klassen: C

— Die Projektion findet auf einen c—1 - dimensionalen Unterraum statt.

Bsp.: Projektion von 3 Clustern auf 2-dimensionale Unterrdume

Quelle: R. O. Duda, P. E. Hart, D. G. Stork: Pattern Classification
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2.7.2. Multiple Discriminant Analysis

Allgemeiner Fall: Zahl der Klassen: C

C
Streumatrizen: S, =>_S;
i=1

Intraklassenstreuung: S; = S > (m—m;)(m—m; )T
I mEDi

. : 1
Mittelwertvektor der Klasse i: mj:=— > m
|\II meDi
. .1 1 & e
Mittelwertvektor: mM:=-—> m=—> N;m;
N m N i=1

Interklassenstreuung 2 Streuung der Klassenzentren :

C
SB = Z |\Ii (mi _ TTT) (mi - TTT)T (Achtung: etwas andere
i=1 Def. als oben fiir ¢ = 2)
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2.7.2. Multiple Discriminant Analysis

mlj :W]—ml J :11"'1C_1l mI:WTm W: (Wl"""WC—l)
1 1
mi=— Ym', m==—SN.m',
| Niméji Né AN
w1 o Npt e T
Sw=2 - 2(m-mj)(m'-mY)
i=1 Ni m'eD,
C T
S'g= > N;(m'j—m')(m';—m')
i=1
W S' W'S, W
_ S'\w=W'S,W ‘](W)::|S'B|:| _ W |
S'a = WTSW IS'wl [w's,w|

Rayleigh Koeffizient
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2.7.2. Multiple Discriminant Analysis

S| _|W'SgW]

J(W) =",
IS'wl |WT's,W|

Gesucht: w; so, dass J(W) maximal wird.
< SgW; =4,5,W,
< (S —4S,)w, =0
W hat als Spaltenvektoren die zu den gréf3ten Eigenwerten gehérenden
verallgemeinerten Eigenvektoren.
Vorgehensweise:

= Nullstellen des charakteristischen Polynoms |S; —4,S,, |=0 bestimmen.

" Gleichungen (S; — 4,S,)w; =0 Iosen.
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2.7.4. Multiple Discriminant Analysis

Bsp.: Fisherfaces Erste 10 Eigengesichter

,Yale“-Datenbasis:

http://lwww.cs.mcgill.ca/~arajwa/766/results/

Erzielte Erkennungsrate ca. 90%

Prof. Dr.-Ing. Jirgen Beyerer

Erzielte Erkennungsrate bei d|SJunkter
Lern- und Teststichprobe: ca. 68%

Erste 8 Fishergesichter
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2.7.5. Dimensionsreduktion durch Merkmalsauswahl

Ausgangslage: Menge M ={m,...., m } von fir ein konkretes Problem

In Betracht gezogenen Merkmalen.

D: endliche Stichprobe von Mustern bekannter Klassenzugehoérigkeit

Problem: d zu hoch in Relation zu |D|

®(M) : Potenzmenge von M, | P(M) |= 2¢

Gesucht: M™ € P(M) mit bester Klassifikationsleistung

‘M
Merkmals- e Leistungs- :
—p . > > >
D extraktion Klassifikation messung Selektion
M e P(M)
Prof. Dr.-Ing. JUirgen Beyerer Mustererkennung
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2.7.5. Dimensionsreduktion durch Merkmalsauswahl

Bei grofl3en d ist Brute Force Auswahl (vollstandige Suche) aussichtslos.

Bemerkung: Auswahl und maximale Klassifikationsleistung hangt vom
ausgewahlten Klassifikator ab.

Suboptimales iteratives Verfahren:

= Aus M wird das Merkmal mit bester Klassifikationsleistung ausgewahlt.

» Zweites Merkmal aus M hinzunehmen, sodass Klassifikationsleistung
maximal wird.

= Drittes ....... USW.

= Abbruch, sobald Klassifikationsleistung ausreichend oder keine
Verbesserung mehr erzielt wird.

Bsp: d =50 - maximal 1275 untersuchte Teilmengen
24 ~ 1015 zu untersuchende Teilmengen

Suboptimales Verfahren liefert i.d.R. brauchbare Ergebnisse.
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